
1.    ሺ1 ൅ ሻሺ1ݔܽ ൅ ሻሺ1ݔܾ ൅ ሻݔܿ ൌ ሺ1 ൅ ሺܽ ൅ ܾሻݔ ൅ ଶሻሺ1ݔ ൅   ሻݔܿ

ൌ 1 ൅ ሺܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻݔ ൅ ሺܾܿ ൅ ܿܽ ൅ ܾܽሻݔଶ ൅ ଷݔܾܿܽ ൌ 1 ൅ ଶݔݍ ൅   ଷݔݎ M1 expanding fully 

so equating coefficients , ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 0  as stated,  ܾܿ ൅ ܿܽ ൅ ܾܽ ൌ ܾܿܽ  and ,ݍ ൌ  ݎ (*) E1  (2) 

(i)   

lnሺ1 ൅ ଶݔݍ ൅ ଷሻݔݎ ൌ ln൫ሺ1 ൅ ሻሺ1ݔܽ ൅ ሻሺ1ݔܾ ൅ ሻ൯ݔܿ ൌ lnሺ1 ൅ ሻݔܽ ൅ lnሺ1 ൅ ሻݔܾ ൅ lnሺ1 ൅  ሻݔܿ

      M1 use stem        M1 ln manipulation 

ൌ ሺܽݔሻ െ
ሺܽݔሻଶ

2
൅
ሺܽݔሻଷ

3
െ⋯൅	ሺെ1ሻ௡ାଵ

ሺܽݔሻ௡

݊
൅⋯൅  ܿ	&	ܾ	݊݅	ݏ݊݋݅ݏݏ݁ݎ݌ݔ݁	ݎ݈ܽ݅݉݅ݏ

  M1 A1  ln series 

Thus the coefficient of ݔ௡  is ሺെ1ሻ௡ାଵ
௔೙ା௕೙ା௖೙

௡
  i.e. ሺെ1ሻ௡ାଵܵ௡  where  ܵ௡ ൌ

௔೙ା௕೙ା௖೙

௡
  (*) A1(5) 

(ii)     lnሺ1 ൅ ଶݔݍ ൅ ଷሻݔݎ ൌ ሺݔݍଶ ൅ ଷሻݔݎ െ
൫௤௫మା௥௫య൯

మ

ଶ
൅

൫௤௫మା௥௫య൯
య

ଷ
െ ⋯  

M1  ln series 

ൌ ଶݔݍ ൅ ଷݔݎ െ
௤మ௫ర

ଶ
െ

ଶ௤௥௫ఱ

ଶ
െ

௥మ௫ల

ଶ
൅

௤య௫ల

ଷ
൅

ଷ௤మ௥௫ళ

ଷ
൅

ଷ௤௥మ௫ఴ

ଷ
൅

௥య௫వ

ଷ
െ

௤ర௫ఴ

ସ
െ

ସ௤య௥௫వ

ସ
െ ⋯	  

M1  expansion 

Equating coefficients with those from (i) ,    M1 

 െܵଶ ൌ ଷܵ  , ݍ ൌ and  ܵହ , ݎ ൌ െݎݍ , and hence  ܵଶܵଷ ൌ െݎݍ ൌ ܵହ  as required. 

        A1        (*) A1  (5) 

(iii)    ܵ଻ ൌ and  ܵଶܵହ   ݎଶݍ ൌ െݍ ൈ െݎݍ ൌ ݎଶݍ ൌ ܵ଻   as required. 

  M1      M1      (*) A1  (3) 

(iv)   ܵଶܵ଻ ൌ െݍ ൈ ݎଶݍ ൌ െݍଷݎ  ,  ܵଽ ൌ
௥య

ଷ
െ ଶܵ଻ܵ  ,  ݎଷݍ ് ܵଽ   provided   

௥య

ଷ
് 0 , i.e.  ݎ ് 0 

      B1    B1    B1 

e.g.  ܽ ൌ 2, ܾ ൌ 	െ1, ܿ ൌ െ1 ,  ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 0 , ܾܽܿ ൌ ݎ ൌ 2 ് 0  B1 any correct example  

E1 justified  (5) 

 

   



2    (i)  Let  ݑ ൌ cosh   then , ݔ
ௗ௨

ௗ௫
ൌ 	 sinh  ݔ B1 (may not be explicitly stated) 

so  ׬
ୱ୧୬୦௫

ୡ୭ୱ୦ଶ௫
ݔ݀	 ൌ ׬	

ୱ୧୬୦௫

ଶ ୡ୭ୱ୦మ ௫ିଵ
ݔ݀	 ൌ ׬	

ଵ

ଶ௨మିଵ
ݑ݀	 ൌ ׬	

ଵ
ଶൗ

√ଶ	௨ିଵ	
െ 	

ଵ
ଶൗ

√ଶ	௨ାଵ
 ݑ݀	

                            M1 ‘double angle’  M1 complete change of variable  M1 partial fractions 

ൌ
ଵ

ଶ√ଶ
	lnห√2	ݑ െ 1ห െ

ଵ

ଶ√ଶ
	lnห√2	ݑ ൅ 1ห ൅   ܥ

ൌ	
ଵ

ଶ√ଶ
	ln ቚ√

ଶ	௨ିଵ

√ଶ	௨ାଵ
ቚ ൅ ܥ ൌ 	

ଵ

ଶ√ଶ
	ln ቚ√

ଶ	ୡ୭ୱ୦௫ିଵ

√ଶ	ୡ୭ୱ୦௫ାଵ
ቚ ൅  .as required  ܥ

M1 integration and ln manipulation A1 (*) A1 cso (7)   

SC3 instead of M1 partial fractions, and next M1A1 if formula book used for integral 

(ii) Let  ݑ ൌ sinh   then , ݔ
ௗ௨

ௗ௫
ൌ 	 cosh  ݔ M1 A1 

so  ׬
ୡ୭ୱ୦௫

ୡ୭ୱ୦ଶ௫
	 ݔ݀ ൌ ׬

ୡ୭ୱ୦௫

ଵାଶୱ୧୬୦మ ௫
ݔ݀	 ൌ ׬	

ଵ

ଵାଶ௨మ
	 ݑ݀ ൌ ׬	

ଵ
ଶൗ

ଵ
ଶൗ 	ା௨మ	

ݑ݀	 ൌ √ଶ

ଶ
	tanିଵ ݑ2√ ൅ ܿ 

  M1    M1        M1 

ൌ	√
ଶ

ଶ
	tanିଵ 	൫√2	sinh ൯ݔ ൅ ܿ     A1   (6) 

(iii)  Let  ݑ ൌ ݁௫ , then  
ௗ௨

ௗ௫
ൌ 	 ݁௫   M1 

so  ׬
ଵ

ଵା௨ర
ଵ
଴ ݑ݀ ൌ ׬	

௘ೣ

ଵା௘రೣ
଴
ିஶ ݔ݀	 ൌ ׬

௘షೣ

௘షమೣା	௘మೣ
	

଴
ିஶ ݔ݀ ൌ

ଵ

ଶ
׬	

ୡ୭ୱ୦௫ିୱ୧୬୦௫

ୡ୭ୱ୦ଶ௫
	

଴
ିஶ  ݔ݀

                                 M1 A1                       M1    M1 

ൌ
ଵ

ଶ
	ቂ√

ଶ

ଶ
	tanିଵ 	൫√2	sinh ൯ݔ െ	

ଵ

ଶ√ଶ
	ln ቚ√

ଶ	ୡ୭ୱ୦௫ିଵ

√ଶ	ୡ୭ୱ୦௫ାଵ
ቚቃ
ିஶ

଴
ൌ 	

ଵ

ଶ
	ቄെ	

ଵ

ଶ√ଶ
	ln ቚ√

ଶିଵ

√ଶ	ାଵ
ቚ െ √ଶ

ଶ
	ቀ
ିగ

ଶ
ቁቅ  

  M1 

ൌ	√
ଶ

଼
	൫ߨ ൅ 2 ln൫√2 ൅ 1൯൯  (*) A1 (7) 

 

 

Alternatively, 

Let  ݑ ൌ ݁ି௫ , then  
ௗ௨

ௗ௫
ൌ 	െ݁ି௫   M1 

so  ׬
ଵ

ଵା௨ర
ଵ
଴ ݑ݀ ൌ ׬	

ି௘షೣ

ଵା௘షరೣ
଴
ஶ ݔ݀	 ൌ ׬

௘ೣ

௘షమೣା	௘మೣ
	

ஶ
଴ ݔ݀ ൌ

ଵ

ଶ
׬	

ୡ୭ୱ୦௫ାୱ୧୬୦௫

ୡ୭ୱ୦ଶ௫
	

ஶ
଴  ݔ݀

                                 M1 A1                       M1    M1 



ൌ
ଵ

ଶ
	ቂ√

ଶ

ଶ
	tanିଵ 	൫√2	sinh ൯ݔ ൅	

ଵ

ଶ√ଶ
	ln ቚ√

ଶ	ୡ୭ୱ୦௫ିଵ

√ଶ	ୡ୭ୱ୦௫ାଵ
ቚቃ
଴

ஶ
ൌ 	

ଵ

ଶ
	ቄ√

ଶ

ଶ
	ቀ
ିగ

ଶ
ቁ െ	

ଵ

ଶ√ଶ
	ln ቚ√

ଶିଵ

√ଶ	ାଵ
ቚቅ  

  M1 

ൌ	√
ଶ

଼
	൫ߨ ൅ 2 ln൫√2 ൅ 1൯൯   (*) A1 (7) 

 

   



3.    Shortest distance between  ݕ ൌ ݔ݉ ൅ ܿ  and  ݕଶ ൌ  if they do not intersect is distance  ݔ4ܽ
between point on parabola where the tangent has gradient  ݉     M1 

and the point where the normal at that point intersects  ݕ ൌ ݔ݉ ൅ ܿ . 

ሺܽݐଶ, ଶݕ  ሻ is a general point onݐ2ܽ ൌ   and , ݔ4ܽ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 	

ଵ

௧
 , so  

ଵ

௧
ൌ ݉  M1 

thus the distance required is that between  ቀ
௔

௠మ ,
ଶ௔

௠
ቁ  A1 

(alternatively   ݕଶ ൌ ݕ2 , ݔ4ܽ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 	4ܽ , so  

ௗ௬

ௗ௫
ൌ

ଶ௔

௬
ൌ ݉  M1 to give ቀ

௔

௠మ ,
ଶ௔

௠
ቁ  A1) 

and the intersection of  ݕ ൌ ݔ݉ ൅ ܿ  and ݕ െ
ଶ௔

௠
ൌ

ିଵ

௠
	ቀݔ െ

௔

௠మቁ . 

Solving for the intersection  ݉ݔ ൅ ܿ ൌ 	
ିଵ

௠
	ቀݔ െ

௔

௠మቁ ൅
ଶ௔

௠
   

ሺ݉ଶ ൅ 1ሻ݉ଶݔ ൌ ܽሺ1 ൅ 2݉ଶሻ െ ݉ଷܿ   so  ݔ ൌ
௔൫ଵାଶ௠మ൯ି௠య௖

ሺ௠మାଵሻ௠మ   and  

ݕ  ൌ
௔൫ଵାଶ௠మ൯ି௠య௖

ሺ௠మାଵሻ௠
൅ ܿ ൌ

௔൫ଵାଶ௠మ൯ା௠௖

ሺ௠మାଵሻ௠
    M1 

Thus the shortest distance squared is 

ቀ
௔൫ଵାଶ௠మ൯ି௠య௖

ሺ௠మାଵሻ௠మ െ
௔

௠మቁ
ଶ
൅ ቀ

௔൫ଵାଶ௠మ൯ା௠௖

ሺ௠మାଵሻ௠
െ

ଶ௔

௠
	ቁ
ଶ
  

ൌ	
ଵ

ሺ௠మାଵሻమ௠ర 	ሺሺ݉
ଶܽ െ ݉ଷܿሻଶ ൅ ݉ଶሺെܽ ൅݉ܿሻଶሻ  

ൌ	
ଵ

ሺ௠మାଵሻమ௠ర ሺ݉ܿ െ ܽሻଶሺ݉ସ ൅݉ଶሻ ൌ
ሺ௠௖ି௔ሻమ

ሺ௠మାଵሻ௠మ    M1 

and thus the shortest distance is 
ሺ௠௖ି௔ሻ

௠ඥሺ௠మାଵሻ
 as required.  (*) A1 

(alternatively, using the perpendicular distance formula 

ቚ݉ ൈ
ܽ
݉ଶ െ

2ܽ
݉ ൅ ܿቚ

ඥሺ݉ଶ ൅ 1ሻ
ൌ

ቚെ
ܽ
݉ ൅ ܿቚ

ඥሺ݉ଶ ൅ 1ሻ
ൌ

ሺ݉ܿ െ ܽሻ

݉ඥሺ݉ଶ ൅ 1ሻ
 

  M1      M1    (*) A1               ) 

The condition that they do not meet is that solving  ݕ ൌ ݔ݉ ൅ ܿ  and  ݕଶ ൌ  simultaneously has  ݔ4ܽ

no real roots. 

i.e.   ሺ݉ݔ ൅ ܿሻଶ ൌ  ,has no real roots  ݔ4ܽ

݉ଶݔଶ ൅ ሺ݉ܿݔ2 െ 2ܽሻ ൅ ܿଶ ൌ 0  has no real roots,  

in other words the discriminant is negative,  ሺ݉ܿ െ 2ܽሻଶ െ ݉ଶܿଶ ൏ 0  M1 

4ܽଶ െ 4݉ܿܽ ൏ 0 ,  4ܽሺܽ െ ݉ܿሻ ൏ 0 



so if  ܽ ൐ 0 , ݉ܿ ൐ ܽ    E1 

If  ݉ܿ ൑ ܽ , the curve and line meet/intersect and so the shortest distance is zero.  B1  (9) 

 

(ii)   The shortest distance between  ሺ݌, 0ሻ  and ݕଶ ൌ   if the closest point on ݌  is either  ݔ4ܽ
ଶݕ ൌ ,݌to ሺ  ݔ4ܽ 0ሻ  is  ሺ0,0ሻ , or is the distance along the normal that passes through  ሺ݌, 0ሻ to the 
point where it is the normal.    M1 

The normal at  ሺܽݐଶ, ݕ  ሻ  isݐ2ܽ െ ݐ2ܽ ൌ െݐ	ሺݔ െ  ଶሻ    M1ݐܽ

and if this passes through  ሺ݌, 0ሻ, 

 െ2ܽݐ ൌ െݐ	ሺ݌ െ ݌  ଶሻ  soݐܽ ൌ 2ܽ ൅  ଶݐܽ A1 

Thus if  ݌ െ 2ܽ ൏ 0 , the only normal passing through  ሺ݌, 0ሻ  is ݕ ൌ 0   M1  and so the distance is ݌, 

i.e. if  
௣

௔
൏ 2 .    A1 

If  
௣

௔
൒ 2 , the distance squared is  ሺ2ܽሻଶ ൅ ൬2ܽට

௣

௔
െ 2൰

ଶ

ൌ 4ܽଶ ൅ ݌4ܽ െ 8ܽଶ ൌ ݌4ܽ െ 4ܽଶ 

Thus the distance is  2ඥܽሺ݌ െ ܽሻ .  M1  A1          (7) 

 

That is  
௣

௔
൏ 2 ,  distance is ݌ 

௣

௔
൒ 2  ,  distance is  2ඥܽሺ݌ െ ܽሻ 

 

So for the circle, if  
௣

௔
൏ 2 , the distance will be  ݌ െ ܾ  if  ݌ ൐ ܾ ,  B1  and 0 otherwise  B1  , and if  

௣

௔
൒ 2 , the distance will be 2ඥܽሺ݌ െ ܽሻ െ ܾ  if  4ܽሺ݌ െ ܽሻ ൐ ܾଶ   B1  or 0 otherwise.  B1  (4)   

 

That is  
௣

௔
൏ 2 ,  if  ݌ ൐ ܾ   distance is ݌ 

  otherwise distance is 0 

௣

௔
൒ 2  ,  distance is  2ඥܽሺ݌ െ ܽሻ െ ܾ  if  4ܽሺ݌ െ ܽሻ ൐ ܾଶ 

  otherwise distance is 0 

   



4.   (i)  ܫଵ ൌ ׬ ሺݕᇱ ൅ ݕ tan ݔ݀	ሻଶݔ
ଵ
଴  

ൌ ׬ ሺݕᇱሻଶ ൅ ᇱݕݕ2 tan ݔ ൅ ଶݕ tanଶ ݔ ݔ݀	
ଵ
଴   

ൌ ׬ ሺݕᇱሻଶ ൅ ᇱݕݕ2 tan ݔ ൅ ଶሺsecଶݕ ݔ െ 1ሻ	݀ݔ
ଵ
଴      M1 

ൌ ׬ ሺݕᇱሻଶ െ 	ݔ݀	ଶݕ
ଵ
଴ ൅	׬ ᇱݕݕ2 tan ݔ ൅ ଶݕ secଶ ݔ ݔ݀	

ଵ
଴      A1 

ൌ ܫ ൅ ሾݕଶ tan ሿ଴ݔ
ଵ ൌ ܫ ൅ ଶሺ1ሻݕ tan 1 െ ଶሺ0ሻݕ tan 0 ൌ ܫ ൅ 0 െ 0 ൌ  .as required  ܫ

             A1            (*) A1 

ሺݕᇱ ൅ ݕ tan ሻଶݔ ൒ 0	 ⇒ 	 ଵܫ ൒ 0	 ⇒ ܫ ൒ 0   E1 

ܫ ൌ 0  if and only if  ݕᇱ ൅ ݕ tan ݔ ൌ ,	ݔ∀              0 0 ൑ 	ݔ ൑ 1   

ᇱݕ ൌ െݕ tan ,	ݔ∀             ݔ 0 ൑ 	ݔ ൑ 1 

௬ᇲ

௬
ൌ െ tan      ݔ ,	ݔ∀     0 ൑ 	ݔ ൑ 1    M1 

ln ݕ ൌ lnሺcos ሻݔ ൅ ܿ    ,	ݔ∀     0 ൑ 	ݔ ൑ 1  A1 

ݕ ൌ ܣ cos   ݔ ,	ݔ∀     0 ൑ 	ݔ ൑ 1 

ݕ ൌ 0	, ݔ ൌ 1	 ⇒ ܣ ൌ 0   so  ݕ ൌ 0   ,	ݔ∀     0 ൑ 	ݔ ൑ 1  M1 A1 (9) 

(ii)    ׬ ሺݕᇱ ൅ ݕܽ tan ݔሻଶ݀ݔܾ
ଵ
଴ ൌ ׬	 ሺݕᇱሻଶ ൅ ݕᇱݕ2ܽ tan ݔܾ

ଵ
଴ ൅ ܽଶݕଶ tanଶ ݔܾ  ݔ݀	

ൌ	׬ ሺݕᇱሻଶ ൅ ݕᇱݕ2ܽ tan ݔܾ
ଵ
଴ ൅ ܽଶݕଶ secଶ ݔܾ െ ܽଶݕଶ	݀ݔ     M1 

ൌ ׬ ሺݕᇱሻଶ െ ܽଶݕଶ	݀ݔ	
ଵ
଴ ൅	׬ ᇱݕݕ2ܽ tan ݔܾ ൅ ܽଶݕଶ secଶ ݔܾ ݔ݀	

ଵ
଴      A1 

ൌ ܬ ൅	ሾܽݕଶ tan ሿ଴ݔܾ
ଵ     A1  provided  ܾ ൌ ܽ  B1 

ሾܽݕଶ tan ሿ଴ݔܾ
ଵ ൌ ଶሺ1ሻݕܽ	 tan ܾ െ	ܽݕଶሺ0ሻ tan ܾ0 ൌ 0 െ 0 ൌ 0  

So  ܬ ൌ ׬ ሺݕᇱ ൅ ݕܽ tan ݔሻଶ݀ݔܾ
ଵ
଴     A1 

ሺݕᇱ ൅ ݕܽ tan ሻଶݔܾ ൒ 0  and so  ܬ ൒ 0    A1 

The argument requires no discontinuity in the interval so  ܽ ൌ ܾ ൏
గ

ଶ
 .  B1  (7) 

If  ܽ ൌ
గ

ଶ
 , let  ݕ ൌ cos ᇱݕ  B1  then  , ݔܽ ൌ െܽ sin ᇱሻଶݕso  ሺ  ݔܽ െ ܽଶݕଶ ൌ ܽଶ sinଶ ݔܽ െ ܽଶ cosଶ  , ݔܽ

and ׬ െܽଶ cos ݔ݀	ݔ2ܽ ൌ 	 ሾെܽ sin ሿ଴ݔ2ܽ
ଵ ൌ െܽ sin ߨ ൅ ܽ sin 0 ൌ 0

ଵ
଴  , and  ݔ ൌ 1	, cos ܽ ൌ 0 but  ݕ  is 

               M1          A1 

 not identically zero.  E1  (4) 

   



 

 

5.   ABCD is a parallelogram if and only if  ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ   , ሬሬሬሬሬԦܥܦ	 B1 

i.e. if and only if  ܾ െ ܽ ൌ ܿ െ ݀   M1 

which rearranged gives  ܽ ൅ ܿ ൌ ܾ ൅ ݀  as required.  (*) A1  (3) 

Further, to be a square as well, angle  ܥܤܣ ൌ 90௢ , and  |ܤܣ| ൌ 	    .|ܥܤ|   M1 

Thus |ܿ െ ܾ| ൌ |ܾ െ ܽ| and ሺܿ െ ܾሻ ൌ ሺܾ݃ݎܽ െ ܽሻ ൅ 90௢  , so  ܿ െ ܾ ൌ ݅ሺܾ െ ܽሻ .  B1 

So  ܽ ൅ ܿ ൌ ܾ ൅ ݀  and  ݅ܽ ൅ ܿ ൌ ሺ݅ ൅ 1ሻܾ , and thus  ܽሺ1 െ ݅ሻ ൌ ݀ െ ܾ݅  yielding  

 ܽሺ1 െ ݅ሻሺ1 ൅ ݅ሻ ൌ ሺ݀ െ ܾ݅ሻሺ1 ൅ ݅ሻ  , hence  ܽ ൌ
ଵ

ଶ
൫ሺ1 െ ݅ሻܾ ൅ ሺ1 ൅ ݅ሻ݀൯  and so  

 ܿ ൌ ܾ ൅ ݀ െ
ଵ

ଶ
൫ሺ1 െ ݅ሻܾ ൅ ሺ1 ൅ ݅ሻ݀൯ ൌ

ଵ

ଶ
൫ሺ1 ൅ ݅ሻܾ ൅ ሺ1 െ ݅ሻ݀൯ 

So  ݅ሺܽ െ ܿሻ ൌ ݅ ቂ
ଵ

ଶ
൫ሺ1 െ ݅ሻܾ ൅ ሺ1 ൅ ݅ሻ݀൯ െ

ଵ

ଶ
൫ሺ1 ൅ ݅ሻܾ ൅ ሺ1 െ ݅ሻ݀൯ቃ ൌ ݅ሾെܾ݅ ൅ ݅݀ሿ ൌ ܾ െ ݀   B1 (3) 

(alternatively, ABCD  square  ⟺  ABCD parallelogram  B1  & diagonals equal length and 

perpendicular  B1 ⟺  ݅ሺܽ െ ܿሻ ൌ ܾ െ ݀  B1 (3) ) 

(i)  angle  ܲܺܳ ൌ 90௢ , and  |ܲܺ| ൌ 	 |ܺܳ| so, replicating result with ABC in stem,  M1 

ݍ   െ ݔ ൌ ݅ሺݔ െ ሻ  A1   so  ሺ1݌ ൅ ݅ሻݔ ൌ ݌݅ ൅ ሺ1 , ݍ െ ݅ሻሺ1 ൅ ݅ሻݔ ൌ ሺ1 െ ݅ሻሺ݅݌ ൅   ሻ ,  M1  and hence	ݍ

ݔ2 ൌ ሺ1 ൅ ݅ሻ݌ ൅ ሺ1 െ ݅ሻݍ  and  ݔ ൌ
ଵ

ଶ
൫݌ሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݍ െ ݅ሻ൯  A1  (4) 

(ii)  From the stem, XYZT is a square if and only if  ݅ሺݔ െ ሻݖ ൌ ݕ െ ݔ and , ݐ ൅ ݖ ൌ ݕ ൅  B1 B1  ݐ

⟺ ݅ ൬
ଵ

ଶ
൫݌ሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݍ െ ݅ሻ൯ െ

ଵ

ଶ
൫ݎሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݏ െ ݅ሻ൯൰ ൌ

ଵ

ଶ
൫ݍሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݎ െ ݅ሻ൯ െ

ଵ

ଶ
൫ݏሺ1 ൅ ݅ሻ ൅

ሺ1݌ െ ݅ሻ൯   M1 A1 A1 

⟺ ሺ݅݌ െ 1ሻ ൅ ሺ1ݍ ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݎ െ ݅ሻ െ ሺ1ݏ ൅ ݅ሻ ൌ ሺ݅݌ െ 1ሻ݅ ൅ ሺ1ݍ ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݎ െ ݅ሻ െ ሺ1ݏ ൅ ݅ሻ which 
is trivially true   M1A1        (7)   

and  

 
ଵ

ଶ
൫݌ሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݍ െ ݅ሻ൯ ൅

ଵ

ଶ
൫ݎሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݏ െ ݅ሻ൯ ൌ

ଵ

ଶ
൫ݍሺ1 ൅ ݅ሻ ൅ ሺ1ݎ െ ݅ሻ൯ ൅

ଵ

ଶ
൫ݏሺ1 ൅ ݅ሻ ൅

ሺ1݌ െ ݅ሻ൯  M1 A1 

⟺ ݌݅ െ ݍ݅ ൅ ݎ݅ െ ݏ݅ ൌ 0	 ⟺ ݌ ൅ ݎ ൌ ݍ ൅  so PQRS is a parallelogram.  B1  (3)  ݏ



6.     ݂′′ሺݐሻ ൐ 0  for  0 ൏ ݐ ൏ ׬		⟹   ଴ݔ ݂′′ሺݐሻ
௧బ
଴ ݐ݀ ൐ 0  where  0 ൏ ଴ݐ ൏  ଴    B1ݔ

So  ሾ݂′ሺݐሻሿ଴
௧బ 	൐ 0   and thus   ݂ᇱሺݐ଴ሻ െ ݂′ሺ0ሻ ൐ 0   i.e.   ݂ᇱሺݐ଴ሻ ൐ 0 

  M1      A1      A1 

Repeating the same argument for ݂′ሺݐሻ  thus gives  ݂ሺݐሻ ൐ 0    E1 (5) 

 

(i)  Let  ݂ሺݔሻ ൌ 1 െ cos ݔ cosh   ݔ M1 

then  ݂ᇱሺݔሻ ൌ 	 sin ݔ cosh ݔ െ cos ݔ sinh   ݔ M1 A1 

and  ݂′ᇱሺݔሻ ൌ 	 cos ݔ cosh ݔ ൅	sin ݔ sinh ݔ െ cos ݔ cosh ݔ ൅ sin ݔ sinh ݔ ൌ 2 sin ݔ sinh  A1  ݔ

݂ሺ0ሻ ൌ 0   and  ݂′ሺ0ሻ ൌ 0 

For  0 ൏ ݔ ൏ sin , ߨ ݔ ൐ 0	 and  sinh 	ݔ ൐ 0  so  ݂′ᇱሺݔሻ ൐ 0 and so this is true for  0 ൏ ݔ ൏  in  2/ߨ
particular.  B1 

Hence by the stem,  1 െ cos ݔ cosh ݔ 	൐ 0   for  0 ൏ ݔ ൏ i.e.  cos  2/ߨ ݔ cosh ݔ 	൏ 1  as required. 

        (*) A1  (6) 

 

(ii)  Let  ݃ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ sin ݔ sinh  ݔ   M1 

then  ݃′ሺݔሻ ൌ ݔ2 െ cos ݔ sinh ݔ െ sin ݔ cosh     ݔ A1 

and  ݃′′ሺݔሻ ൌ 2 ൅ sin ݔ sinh ݔ െ cos ݔ cosh ݔ െ	cos ݔ cosh ݔ െ	sin ݔ sinh ݔ ൌ 2 െ 2 cos ݔ cosh    ݔ

                      A1 

Thus  ݃′′ሺݔሻ ൌ 2݂ሺݔሻ  where  ݂ሺݔሻ  is as defined in part (i). 

݃ሺ0ሻ ൌ 0   and  ݃′ሺ0ሻ ൌ 0  and from part (i)  ݃′ᇱሺݔሻ ൐ 0 for  0 ൏ ݔ ൏ ଶݔ  so ,  2/ߨ െ sin ݔ sinh ݔ ൐ 0   
for  0 ൏ ݔ ൏  E1   . 2/ߨ

As  ݔଶ ൐ sin ݔ sinh and for  0  ݔ ൏ ݔ ൏ ݔ   as   , 2/ߨ ൐ 0		, sin ݔ ൐ 0, 	sinh ݔ 	൐ 0   

then   
௫

ୱ୧୬୦௫
൐

ୱ୧୬ ௫

௫
    E1  (5) 

Let  ݄ሺݔሻ ൌ sin ݔ cosh ݔ െ  ݔ   M1 

then  ݄′ሺݔሻ ൌ cos ݔ cosh ݔ ൅ sin ݔ sinh ݔ െ 1	 

and  ݄′′ሺݔሻ ൌ 	െ sin ݔ cosh ݔ ൅ cos ݔ sinh ݔ ൅ cos ݔ sinh ݔ ൅ sin ݔ cosh ݔ ൌ 2 cos ݔ sinh  A1   ݔ

݄ሺ0ሻ ൌ 0   and  ݄′ሺ0ሻ ൌ 0  and  ݄′ᇱሺݔሻ ൐ 0 for  0 ൏ ݔ ൏ so  sin  ,  2/ߨ ݔ cosh ݔ െ ݔ ൐ 0   for  
0 ൏ ݔ ൏  E1        . 2/ߨ



As  sin ݔ cosh ݔ ൐ and for  0  ݔ ൏ ݔ ൏ ݔ   as   , 2/ߨ ൐ 0		, sin ݔ ൐ 0, cosh ݔ 	൐ 0 

then   
ୱ୧୬ ௫

௫
൐

ଵ

ୡ୭ୱ୦௫
    A1  (4) 

   



7.  (i)  ଵܲܳ ସܲ෣ ൌ ଶܲܳ ଷܲ෣   vertically opposite angles  E1 

ଵܲ ସܲ෣ܳ ൌ ଵܲ ସܲ ଶܲ෣    same angle,  ൌ ଵܲ ଷܲ ଶܲ෣  angles subtended by chord   ଵܲ ଶܲ ,  ൌ ܳ ଷܲ ଶܲ෣  same angle E1 

Thus  Δ ଵܲܳ ସܲ  is similar to Δ ଶܲܳ ଷܲ   E1  as two angles, and hence three, are equal.  E1 

So  
௉భொ

ொ௉ర
ൌ 	

௉మொ

ொ௉య
  and therefore,   ଵܲܳ ∙ ܳ ଷܲ ൌ ଶܲܳ ∙ ܳ ସܲ  as required.  (*) B1 cso  (5) 

(ii)  If  ࢗ  is the position vector of the point  ܳ , as ܳ  lies on   ଵܲ ଷܲ ,  ࢗ ൌ ૚࢖ ൅ ૜࢖ሺߣ െ  ૚ሻ   M1࢖

where  ߣ ് 0, 1 .  So  ࢗ ൌ ሺ1 െ ૚࢖ሻߣ ൅       ૜࢖ߣ   A1 

Similarly, as ܳ  lies on   ଶܲ ସܲ ,  ࢗ ൌ ሺ1 െ ૛࢖ሻߤ ൅ ߤ  ૝  where࢖ߤ ് 0, 1 .    B1 

Equating these expressions we have  ሺ1 െ ૚࢖ሻߣ ൅ ૜࢖ߣ ൌ ሺ1 െ ૛࢖ሻߤ ൅  ૝  and re‐arranging,  M1࢖ߤ

ሺ1 െ ૚࢖ሻߣ െ ሺ1 െ ૛࢖ሻߤ ൅ ૜࢖ߣ െ ૝࢖ߤ ൌ ૙ ,   A1 

and thus with  ܽଵ ൌ 1 െ ଶܽ  , ߣ ൌ െሺ1 െ ሻ ,  ܽଷߤ ൌ and  ܽଷ , ߣ ൌ െߤ , none of which is zero,  
∑ ܽ௜ ൌ 0ସ
௜ୀଵ     A1  and  ∑ ܽ௜࢏࢖ ൌ ૙ସ

௜ୀଵ    (6) 

(iii)  If  ܽଵ ൅ ܽଷ ൌ 0 , then   ܽଶ ൅ ܽସ ൌ 0 , and so   ܽଵ࢖૚ ൅ ܽଶ࢖૛ െ ܽଵ࢖૜ െ ܽଶ࢖૝ ൌ ૙   E1   

which means that  ܽଵሺ࢖૚ െ ૜ሻ࢖ ൌ ܽଶሺ࢖૝ െ     ૛ሻ  .  B1࢖ ଵܲ ଷܲ   and    ଶܲ ସܲ  are non‐zero as the four 

points are distinct, and are non‐parallel as they intersect at  ܳ .   E1   Thus  ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ 0  and hence  
ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ܽଷ ൌ ܽସ ൌ 0  which contradicts (*).  E1  (4) 

	௔భ࢖૚ା௔య࢖૜
௔భା௔య

ൌ ૚࢖ ൅
	௔యሺ࢖૜ି࢖૚ሻ

௔భା௔య
  and so the point with this position vector lies on   ଵܲ ଷܲ .  E1 

Also  
	௔భ࢖૚ା௔య࢖૜

௔భା௔య
ൌ

ିሺ௔మ࢖૛ା௔ర࢖૝ሻ

ିሺ௔మା௔రሻ
ൌ

௔మ࢖૛ା௔ర࢖૝
௔మା௔ర

  and so, by the same argument, the point with this 

position vector lies on   ଶܲ ସܲ  and hence is the point of intersection  ܳ .  E1  (2) 

As   ଵܲܳ ∙ ܳ ଷܲ ൌ ଶܲܳ ∙ ܳ ସܲ ,  
	௔య

௔భା௔య
ଵܲ ଷܲ ∙

	௔భ
௔భା௔య

ଵܲ ଷܲ ൌ
	௔ర

௔మା௔ర
ଶܲ ସܲ ∙

	௔మ
௔మା௔ర

ଶܲ ସܲ    M1 

That is  
	௔భ	௔య

ሺ௔భା௔యሻమ
ሺ ଵܲ ଷܲሻଶ ൌ

	௔మ	௔ర
ሺ௔మା௔రሻమ

ሺ ଶܲ ସܲሻଶ    A1 

and as ሺܽଵ ൅ ܽଷሻ ൅ ሺܽଶ ൅ ܽସሻ ൌ 0 ,   	ܽଵ	ܽଷሺ ଵܲ ଷܲሻଶ ൌ 	ܽଶ	ܽସሺ ଶܲ ସܲሻଶ   (*) A1  (3) 

   



8.     

෍ ݂ሺݎሻ
௞೙శభିଵ

௥ୀ௞೙
ൌ ݂ሺ݇௡ሻ ൅ ݂ሺ݇௡ ൅ 1ሻ ൅ ⋯൅ ݂ሺ݇௡ାଵ െ 1ሻ 

	
݂ሺ݇௡ሻ ൐ ݂ሺ݇௡ ൅ 1ሻ ൐ ⋯ ൐ ݂ሺ݇௡ାଵ െ 1ሻ ൐ ݂ሺ݇௡ାଵሻ           M1 

Thus 

ሾሺ݇௡ାଵ െ 1ሻ െ ሺ݇௡ െ 1ሻሿ݂ሺ݇௡ାଵሻ ൏ ∑ ݂ሺݎሻ ൏ ሾሺ݇௡ାଵ െ 1ሻ െ ሺ݇௡ െ 1ሻሿ݂ሺ݇௡ሻ௞೙శభିଵ
௥ୀ௞೙     M1 

ሾሺ݇௡ାଵ െ 1ሻ െ ሺ݇௡ െ 1ሻሿ݂ሺ݇௡ାଵሻ ൌ ሺ݇௡ାଵ െ ݇௡ሻ݂ሺ݇௡ାଵሻ ൌ ݇௡ሺ݇ െ 1ሻ݂ሺ݇௡ାଵሻ   M1 

and similarly  ሾሺ݇௡ାଵ െ 1ሻ െ ሺ݇௡ െ 1ሻሿ݂ሺ݇௡ሻ ൌ ݇௡ሺ݇ െ 1ሻ݂ሺ݇௡ሻ  so 

݇௡ሺ݇ െ 1ሻ݂ሺ݇௡ାଵሻ ൏ ∑ ݂ሺݎሻ௞೙శభିଵ
௥ୀ௞೙ ൏ ݇௡ሺ݇ െ 1ሻ݂ሺ݇௡ሻ        (*) A1  (4) 

as required. 

(i)  Applying the result of the stem with  ݂ሺݎሻ ൌ 1 ൗݎ  ,  ݇ ൌ 2 ,   B1   and 

෍ 1 ൗݎ ൌ

ଶಿశభିଵ

௥ୀଵ

෍ 1 ൗݎ ൅ ෍ 1 ൗݎ ൅

ଶమିଵ

௥ୀଶభ

…൅ ෍ 1 ൗݎ
ଶಿశభିଵ

௥ୀଶಿ

ଶభିଵ

௥ୀଶబ

 

            M1 

so 

෍ 1 ൗݎ
ଶಿశభିଵ

௥ୀଵ

൏ 2଴ሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2଴ൗ ቁ ൅ 2ଵሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ଵൗ ቁ ൅⋯൅ 2ேሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ேൗ ቁ 

            M1 

and 

෍ 1 ൗݎ
ଶಿశభିଵ

௥ୀଵ

൐ 2଴ሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ଵൗ ቁ ൅ 2ଵሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ଶൗ ቁ ൅⋯൅ 2ேሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ேାଵൗ ቁ 

            M1 

i.e. 

ܰ ൅ 1
2

൏ ෍ 1 ൗݎ
ଶಿశభିଵ

௥ୀଵ

൏ ܰ ൅ 1 

            (*) A1 (5) 



෍1 ൗݎ
ஶ

௥ୀଵ

൐
ܰ ൅ 1
2

 

for any  ܰ  and hence the sum  ∑ 1 ൗݎ
ஶ
௥ୀଵ   does not converge.  E1  (1) 

(ii)  Applying the result of the stem with  ݂ሺݎሻ ൌ 1
ଷൗݎ  ,   ݇ ൌ 2 ,   and 

෍ 1
ଷൗݎ ൌ

ଶಿశభିଵ

௥ୀଵ

෍ 1
ଷൗݎ ൅ ෍ 1

ଷൗݎ ൅

ଶమିଵ

௥ୀଶభ

…൅ ෍ 1
ଷൗݎ

ଶಿశభିଵ

௥ୀଶಿ

ଶభିଵ

௥ୀଶబ

 

          M1 

෍ 1
ଷൗݎ ൏

ଶಿశభିଵ

௥ୀଵ

2଴ሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2଴ൗ ቁ ൅ 2ଵሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ଷൗ ቁ ൅⋯൅ 2ேሺ2 െ 1ሻ ቀ1 2ଷேൗ ቁ 

            M1 

ൌ 1 ൅ 1
2ଶൗ ൅⋯൅ 1

2ଶேൗ ൌ
1 െ 1

2ଶேାଶൗ

1 െ 1
2ଶൗ

 

            A1 

Taking the limit as  ܰ → ∞  ∑ 1
ଷൗݎ ൑ஶ

௥ୀଵ
ଵ

ଵିଵ ଶమൗ
ൌ

ସ

ଷ
ൌ 1

ଵ

ଷ
   (*) A1 (4) 

(iii)  ܵሺ1000ሻ  is the set of 3 digit numbers in which each digit can be 0,1,3,4, … ,9 excluding 000, 

so it has  9ଷ െ 1  elements.    E1  (1) 

If  ݂ሺݎሻ ൌ 1 ൗݎ   for integer  ݎ  unless  ݎ  has one or more 2 s in its decimal representation in which 

case  ݂ሺݎሻ ൌ 0  , then   M1 

෍ ݂ሺݎሻ 	൏ ሺ9 െ 1ሻ ൈ 1

ଵ଴భିଵ

௥ୀଵ଴బ

 

            A1 

෍ ݂ሺݎሻ 	൏ ሺ9ଶ െ 9ሻ ൈ
1
10

ൌ 9ሺ9 െ 1ሻ ൈ
1
10

ଵ଴మିଵ

௥ୀଵ଴భ

 

෍ ݂ሺݎሻ 	൏ ሺ9ଷ െ 9ଶሻ ൈ
1
10ଶ

ଵ଴యିଵ

௥ୀଵ଴మ

ൌ 9ଶሺ9 െ 1ሻ ൈ
1
10ଶ

 

and so on 

 



so  ߪሺ݊ሻ ൏ 8 ൬1 ൅
ଽ

ଵ଴
൅ ቀ ଽ

ଵ଴
ቁ
ଶ
൅ ⋯൰ ൌ

଼

ଵି
వ
భబ

ൌ 80  as required. 

    A1      M1  (*) A1  (5) 

 

 

   



9.   

ܚ ൌ
kt െ 1 ൅ eି୩୲

kଶ
܏ ൅

1 െ eି୩୲

k
 ܝ

ܞ ൌ
ܚୢ

ୢ୲
ൌ

୩ି୩ୣషౡ౪

୩మ
܏ ൅

୩ୣషౡ౪

୩
ܝ ൌ

ଵିୣషౡ౪

୩
܏ ൅ eି୩୲ܝ     M1 A1  (2) 

܉ ൌ
ܞୢ

ୢ୲
ൌ

୩ୣషౡ౪

୩
܏ െ keି୩୲ܝ ൌ eି୩୲܏ െ keି୩୲ܝ    M1 A1 

m܉ ൌ meି୩୲܏ െ mkeି୩୲ܝ ൌ m܏ െm൫1 െ eି୩୲൯܏ െ mkeି୩୲ܝ   M1 

ൌ m܏ െmkቀ
ଵିୣషౡ౪

୩
܏ ൅ eି୩୲ܝቁ ൌ m܏ െmkܞ   M1 re‐arrange and substitute A1 

which verifies the equation of motion is satisfied, and 

t ൌ 0 ⟹ ܚ ൌ
଴ିଵାୣబ

୩మ
܏ ൅

ଵିୣబ

୩
ܝ ൌ ૙  and  ܞ ൌ

ଵିୣబ

୩
܏ ൅ e଴ܝ ൌ                  .the initial conditions are satisfied  ܝ

            B1 (6) 

r. j ൌ 0 ⟹	െ	
kT െ 1 ൅ eି୩୘

kଶ
	g ൅

1 െ eି୩୘

k
	u sin ߙ ൌ 0	 

          M1 substitute 

Thus  

	൫1 െ eି୩୘൯	uk sin ߙ ൌ ൫kT െ 1 ൅ eି୩୘൯g	 
So 

	uk sin ߙ ൌ
൫kT െ 1 ൅ eି୩୘൯
ሺ1 െ eି୩୘ሻ

g	 ൌ ൬
kT

1 െ eି୩୘
െ 1൰ g 

        M1 re‐arrange *A1  (3) 

At time T, it is at the level of projection, and so is descending.      E1 

Thus 

tan ߚ ൌ
െܞ. ܒ
.ܞ ܑ

ൌ 	

1 െ eି୩୘
k 	g െ eି୩୘u sin ߙ

eି୩୘u cos ߙ
ൌ
൫e୩୘ െ 1൯g
uk cos ߙ

െ tan  ߙ

      M1            A1 (3) 

as required. 

tan ߚ െ tan ߙ ൌ
൫e୩୘ െ 1൯g
uk cos ߙ

െ 2 tan ߙ ൌ
g

uk cos ߙ
	൭൫e୩୘ െ 1൯ െ 2

uk sin ߙ
g

൱ 

              M1 



So 

  

tan ߚ െ tan ߙ ൌ
g

uk cos ߙ
	൭൫e୩୘ െ 1൯ െ 2 ൬

kT
1 െ eି୩୘

െ 1൰൱ 

              M1 substitute 

ൌ
g

uk cos ሺ1ߙ െ eି୩୘ሻ
	൬൫e୩୘ െ 1൯൫1 െ eି୩୘൯ െ 2 ቀkT െ ൫1 െ eି୩୘൯ቁ൰ 

ൌ
g

uk cos ሺ1ߙ െ eି୩୘ሻ
ൣe୩୘ െ 1 െ 1 ൅ eି୩୘ െ 2kT ൅ 2 െ 2eି୩୘൧ 

              M1 algebraic manipulation 

ൌ
2g

uk cos ሺ1ߙ െ eି୩୘ሻ
ቈ
e୩୘ െ eି୩୘

2
െ kT቉ ൌ

2g
uk cos ሺ1ߙ െ eି୩୘ሻ

ሺsinh kT െ kTሻ ൐ 0 

                                                                                                                                  A1  (4) 

by the assumption and hence  tan ߚ ൐ tan  ߙ

Thus as  ߙ  and  ߚ  are both acute,  ߚ ൐  . ߙ   M1 A1 (2) 

 



10.  Tension in PX is  
ఒ௫

௔
  , tension in QY is  

ఒ௬

௔
  ,   B1 

and the compression in XY is  
ఒሺ௫ା௬ሻ

௔
  .    B1 

So  

݉
݀ଶݔ
ଶݐ݀

ൌ െ
ݔߣ
ܽ
െ
ݔሺߣ ൅ ሻݕ

ܽ
ൌ െ

ݔሺ2ߣ ൅ ሻݕ

ܽ
 

            M1  (*) A1  (4) 

as required. 

݉
݀ଶݕ
ଶݐ݀

ൌ െ
ݔሺߣ ൅ ሻݕ2

ܽ
 

              B1 (1) 

So 

݉
݀ଶሺݔ െ ሻݕ

ଶݐ݀
ൌ ݉ቆ

݀ଶݔ
ଶݐ݀

െ
݀ଶݕ
ଶݐ݀

ቇ ൌ െ
ݔሺߣ െ ሻݕ

ܽ
 

                M1 

݀ଶሺݔ െ ሻݕ

ଶݐ݀
ൌ െ

ݔሺߣ െ ሻݕ

݉ܽ
 

i.e.  

݀ଶሺݔ െ ሻݕ

ଶݐ݀
ൌ െ߱ଶሺݔ െ  ሻݕ

Thus 

ݔ െ ݕ ൌ ܣ cos߱ݐ ൅ ܤ sin߱ݐ 

              M1  (*) A1  (3) 

ݐ ൌ 0	, ݔ ൌ 0	, ݕ ൌ െ
1
2
ܽ	,
ݔ݀
ݐ݀

ൌ 0	,
ݕ݀
ݐ݀

ൌ 0	 

              M1 

So  
ଵ

ଶ
ܽ ൌ and  0 , ܣ ൌ ܤ߱ ⟹ ܤ ൌ 0	        A1  (2) 

That is  	

ݔ െ ݕ ൌ
1
2
ܽ cos߱ݐ 

 

 



Similarly 

݀ଶሺݔ ൅ ሻݕ

ଶݐ݀
ൌ െ

ݔሺߣ3 ൅ ሻݕ

݉ܽ
ൌ െ3߱ଶሺݔ ൅  ሻݕ

              M1 

ݔ ൅ ݕ ൌ ܥ cos√3߱ݐ ൅ 3√ܦ sin߱ݐ 

              A1 (2) 

ݐ ൌ 0	, ݔ ൌ 0	, ݕ ൌ െ
1
2
ܽ	,
ݔ݀
ݐ݀

ൌ 0	,
ݕ݀
ݐ݀

ൌ 0	 

So  ‐ 
ଵ

ଶ
ܽ ൌ and  0 , ܥ ൌ ܦ3߱√ ⟹ ܦ ൌ 0	    M1 

That is  	

ݔ ൅ ݕ ൌ െ
1
2
ܽ cos√3߱ݐ 

            A1 (2) 

So 

ݕ	 ൌ െ
1
4
ܽ൫cos√3߱ݐ ൅ cos߱ݐ൯ 

            M1 A1 

To return to the initial position,  ݕ ൌ െ
ଵ

ଶ
ܽ , and so 

2 ൌ cos√3߱ݐ ൅ cos߱ݐ 

for some t.  M1 

This is only possible if  1 ൌ cos√3߱ݐ  and  1 ൌ cos߱ݐ  .  M1 

These require  √3߱ݐ ൌ ݐ߱  and  ߨ2݊ ൌ  for non‐zero integers  ݊  and  ݉.  A1  ߨ2݉

For this to occur  √3 ൌ
௡

௠
 , which is impossible as  √3  is irrational.  Hence it cannot return to its 

initial position.    E1  (6) 

 

   



11.   

 

Resolving vertically 

஺ܶ cos ߙ െ ஻ܶ cos ߚ ൌ ݉݃ 

            M1 A1 

(or alternatively,  

஺ܶ cos ߙ ൅ ஻ܶ cosሺ180௢ െ ሻߚ ൌ ݉݃ 

if other diagram is drawn, which is algebraically equivalent) 

Resolving radially inwards 

஺ܶ sin ߙ ൅ ஻ܶ sin ߚ ൌ ݉߱ଶݔ sin  ߙ

            M1 A1 

(or 

஺ܶ sin ߙ ൅ ஻ܶ sinሺ180௢ െ ሻߚ ൌ ݉߱ଶݔ sin  ߙ

again algebraically eqivalent) 

 



Solving simultaneously, 

஺ܶ cos ߙ sin ߚ ൅ ஺ܶ sin ߙ cos ߚ ൌ ݉݃ sinߚ ൅݉߱ଶݔ sin ߙ cos  ߚ

            M1 

஺ܶ ൌ ݉
ሺ݃ sin ߚ ൅ ߱ଶݔ sin ߙ cos ሻߚ

sinሺߙ ൅ ሻߚ
 

            A1 

and similarly, 

஻ܶ ൌ ݉
ሺ߱ଶݔ sin ߙ cos ߙ െ ݃ sin ሻߙ

sinሺߙ ൅ ሻߚ
 

            A1 (7) 

 

 

As   ஻ܶ ൒ 0 ,  ߱ଶݔ sin ߙ cos ߙ െ ݃ sin ߙ ൒ 0 , ሺ߱ଶݔ cos ߙ െ ݃ሻ sin ߙ ൒ 0  and as  sin ߙ ൐ 0  ,  

                    M1 

߱ଶݔ cos ߙ െ ݃ ൒ 0  i.e.  ߱ଶݔ cos ߙ ൒ ݃  as required.    (*) A1 cso  (2) 

By the sine rule,  
ௗ

ୱ୧୬ఈ
ൌ

௛

ୱ୧୬ ఊ
൒ ݄  as  sin ߛ ൑ 1 , and so  ݀ ൒ ݄ sin  . ߙ M1 A1 

(Alternatively, the shortest distance of B from the line through AP is that perpendicular to AP which 

is  ݄ sin ݀  and so , ߙ ൒ ݄ sin  ( ߙ

Therefore,  ݄ଶ cosଶ ∝ ൌ ݄ଶ െ ݄ଶ sinଶ ߙ ൒ ݄ଶ െ ݀ଶ  and so  ݄ cos ∝ ൒ √݄ଶ െ ݀ଶ  .  M1 (*) A1 (4) 

If  ߱ଶݔ cos ߙ ൌ ݃ , then 	

஺ܶ ൌ ݉
ሺ݃ sin ߚ ൅ ߱ଶݔ sin ߙ cos ሻߚ

sinሺߙ ൅ ሻߚ
ൌ ݉

ሺ݃ sin ߚ ൅ ݃ tan ∝ cos ሻߚ

sinሺߙ ൅ ሻߚ
ൌ 	

݉݃
cos ∝

 

                    M1 A1 

As  ∝൐ 0 , cos ∝ ൏ 1 , and we have shown that  cos ∝ ൒
√௛మିௗమ

௛
 .  M1 

So  1 ൏
ଵ

ୡ୭ୱ∝
൑

௛

√௛మିௗమ
 , and hence ݉݃ ൏

௠௚

ୡ୭ୱ∝
൑

௠௚௛

√௛మିௗమ
     M1 

i.e. ݉݃ ൏ ஺ܶ ൑
௠௚௛

√௛మିௗమ
        A1  (5) 

Equality in the upper bound occurs when  sin ߛ ൌ 1 , that is when AP and BP are perpendicular. 

              M1 A1 (2)   



12.  (i)   ܲሺܺ ൏ ௠ሻݔ ൌ
ଵ

ଶ
   so  ܲሺ݁௑ ൏ ݁௫೘ሻ ൌ

ଵ

ଶ
  i.e.  ܲሺܻ ൏ ݁௫೘ሻ ൌ

ଵ

ଶ
   M1 

But  ܲሺܻ ൏ ௠ሻݕ ൌ
ଵ

ଶ
   and so  ݕ௠ ൌ ݁௫೘    A1   (2) 

(ii)  ܲሺܻ ൏ ሻݕ ൌ ܲሺ݁௑ ൏ ሻݕ ൌ ܲሺܺ ൏ ln ሻݕ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ
୪୬௬
଴   ݔ݀ M1 A1 

Substituting  ݔ ൌ ln ׬	 , ݐ ݂ሺݔሻ
୪୬௬
଴ ݔ݀ ൌ ׬ ݂ሺln ሻݐ

௬
ିஶ 	

ଵ

௧
  so the probability density function of Y is  ݐ݀

௙ሺ୪୬௬ሻ

௬
  where  െ∞ ൏ ݕ ൏ ∞ .    M1 A1 (4) 

For the mode ߣ of Y,  
ௗ

ௗ௬
ቀ௙

ሺ୪୬௬ሻ

௬
ቁ ൌ 0  when  ݕ ൌ  . ߣ M1 

Thus,  
௬௙ᇲሺ୪୬௬ሻ

భ
೤
ି௙ሺ୪୬ ௬ሻ	

௬మ
ൌ 0  when  ݕ ൌ and hence  ݂ᇱሺln  ߣ ሻߣ ൌ ݂ሺln  ሻ M1 (*) A1 (3)ߣ

(iii) 
ଵ

ఙ√ଶగ
݁

ି൫௫ିఓିఙమ൯
మ

ሺଶఙమሻ
൘

  is the pdf of  ܺ~ܰሺߤ ൅ ,ଶߪ   ଶሻ  and henceߪ

1

ߨ2√ߪ
න ݁

ି൫௫ିఓିఙమ൯
మ

ሺଶఙమሻ
൘

ݔ݀ ൌ 1
ஶ

ିஶ
 

              E1 (1) 

ሺܻሻܧ ൌ ׬ ݕ
௙ሺ୪୬௬ሻ

௬
ݕ݀

ஶ
଴   where   ݂ሺݔሻ ൌ

ଵ

ఙ√ଶగ
݁

ିሺ௫ିఓሻమ
ሺଶఙమሻ൘

   

So  ܧሺܻሻ ൌ
ଵ

ఙ√ଶగ
׬ ݁

ିሺ୪୬௬ିఓሻమ
ሺଶఙమሻ൘

ݕ݀
ஶ
଴ ൌ

ଵ

ఙ√ଶగ
׬ ݁

ିሺ௧ିఓሻమ
ሺଶఙమሻ൘

݁௧݀ݐ
ஶ
ିஶ    using the substitution 

ݕ ൌ ln  ݐ           M1 A1 

The exponent of  ݁  in this integral is 
ିሺ௧ିఓሻమ

ሺଶఙమሻ
൅ ݐ ൌ

ି൫௧మିଶఓ௧ାఓమିଶఙమ௧൯

ሺଶఙమሻ
ൌ

ି൫௧మିଶ௧൫ఓାఙమ൯ାఓమ൯

ሺଶఙమሻ
ൌ

ିቀ௧ି൫ఓାఙమ൯ቁ
మ
ାଶఓఙమାఙర

ሺଶఙమሻ
    M1 

Thus the required integral, by the explained result equals  ݁
మഋ഑మశ഑ర

൫మ഑మ൯ ൌ ݁ఓା
భ
మ
ఙమ   (*) A1 (4) 

(iv)  Using the result from (ii), with  ݂ሺݔሻ ൌ
ଵ

ఙ√ଶగ
݁

ିሺ௫ିఓሻమ
ሺଶఙమሻ൘

 , 

1

ߨ2√ߪ
.െ

ሺln ߣ െ ሻߤ

ଶߪ
݁

ିሺ୪୬ ఒିఓሻమ
ሺଶఙమሻ൘

ൌ
1

ߨ2√ߪ
݁

ିሺ୪୬ ఒିఓሻమ
ሺଶఙమሻ൘

 

            M1 A1 



That is  െሺln ߣ െ ሻߤ ൌ ߣ  ଶ , and soߪ ൌ ݁ఓିఙ
మ
      A1  (3) 

As ݔ௠ ൌ ௠ݕ  M1  we have from (i)  ߤ ൌ ݁௫೘ ൌ ݁ఓ  A1  and from (iii)  ܧሺܻሻ ൌ ݁ఓା
భ
మ
ఙమ   (2) 

݁ఓିఙ
మ
൏ ݁ఓ ൏ ݁ఓା

భ
మ
ఙమ   and so  ߣ ൏ ௠ݕ ൏  ሺܻሻܧ   E1 (1) 

 

 

   



13.   (i)  ܲሺܰ ൌ 0ሻ ൌ 1  and ܲሺܰ ൌ ݎ	݁ݎ݄݁ݓ	ݎ ് 0ሻ ൌ 0,   M1 

 So  ܲܨܩ ൌ ܲሺܰ ൌ 0ሻ ൅ ሺܰܲݐ ൌ 1ሻ ൅ ଶܲሺܰݐ ൌ 2ሻ ൅ ⋯ ൌ 1  A1 (2) 

(ii)  ܨܩܲ ൌ ܲሺܰ ൌ 0ሻ ൅ ሺܰܲݐ ൌ 1ሻ ൅ ଶܲሺܰݐ ൌ 2ሻ ൅⋯  and this is exactly the same as at the 

start of the whole game as nothing was scored in the first round, i.e.  ܩሺݐሻ  M1 A1 (2) 

(iii)  The pgf conditional on increasing the score by one and continuing to the next round is  ܩݐሺݐሻ 
as the probability of each total score plus one is whatever the probability of the total score was 

before the first round.            M1 A1 (2) 

Hence, as one if these three things must happen on the first round,  E1 (1) 

ሻݐሺܩ   ൌ ܽ ൈ 1 ൅ ܾ ൈ ሻݐሺܩ ൅ ܿ ൈ  ሻݐሺܩݐ

Thus  ܩሺݐሻ െ ሻݐሺܩܾ െ ሻݐሺܩݐܿ ൌ ܽ , and so,  ܩሺݐሻ ൌ ܽሺ1 െ ܾ െ  ሻିଵݐܿ M1 A1 

ሻݐሺܩ ൌ ܽሺ1 െ ܾ െ ሻିଵݐܿ ൌ ܽሺ1 െ ܾሻିଵ ቆ1 ൅ ൬
െܿݐ
1 െ ܾ

൰ቇ
ିଵ

 

The coefficient of  ݐ௡  is  ܽሺ1 െ ܾሻିଵ.
ିଵ.ିଶ….ି௡

௡!
. ቀ

ି௖

ଵି௕
ቁ
௡
ൌ

௔௖೙

ሺଵି௕ሻ೙శభ
   so  ܲሺܰ ൌ ݊ሻ ൌ

௔௖೙

ሺଵି௕ሻ೙శభ
  as  

          M1 A1          (*) A1 (5) 

required. 

(iv)  ߤ ൌ ሺܰሻܧ ൌ  ሺ1ሻ′ܩ   M1 

ሻݐሺܩ ൌ ܽሺ1 െ ܾ െ ሻݐሺ′ܩ  ሻିଵ   soݐܿ ൌ ܽܿሺ1 െ ܾ െ   ሻିଶ , and soݐܿ M1 A1 

ߤ   ൌ ᇱሺ1ሻܩ ൌ ܽܿሺ1 െ ܾ െ ܿሻିଶ ൌ ܽܿܽିଶ ൌ ܿ ܽ⁄     A1  (4) 

So  ܿ ൌ ܾ  and thus  ܽߤ ൌ 1 െ ܽ െ ܿ ൌ 1 െ ܽ െ  so ,  ܽߤ   M1 A1 

ܲሺܰ ൌ ݊ሻ ൌ
௔௖೙

ሺଵି௕ሻ೙శభ
ൌ

௔ሺఓ௔ሻ೙

൫ଵିሺଵି௔ିఓ௔ሻ൯
೙శభ ൌ

ఓ೙௔೙శభ

ሺ௔ାఓ௔ሻ೙శభ
ൌ

ఓ೙௔೙శభ

௔೙శభሺଵାఓሻ೙శభ
ൌ

ఓ೙

ሺଵାఓሻ೙శభ
  as required. 

        M1          (*) A1 (4) 

 


